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Multivariate Zufallsvariablen

Wir betrachten Zufallsvektoren

X1
X = € RP,
Xp
mit Erwartungswertvektor
X1 E(X1)
Xp E(Xp)

bzw. Erwartungswertmatrix

E(X) = (E(Xj)) -
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Multivariate Zufallsvariablen

Die Zusammenhangsstruktur in X wird durch die Kovarianz
cov(X) = X = (o)
erfasst, wobei

ojj = cov(X;, Xj) = E(X; — E(X;))E(X; — E(X])),

gji = COV(X,',X,') = var(X,-) = O’2

i
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Multivariate Zufallsvariablen

Fiir zwei Vektoren X = (X1,...,X,)" und Y = (Y1,..., Yy) gilt

cov(Xy, Y1) ... cov(Xi,Yq)
X xy = cov(X,Y) = : :
cov(Xp, Y1) ... cov(Xp, Yq)

— X xy ist i.A. nicht symmetrisch!
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Rechenregeln

@ E(AX +b) = AE(X) + b

@ cov(X)=E((X—p)(X—p)") =

@ cov(AX 4 b) = Acov(X)AT
@ cov(X,Y)=E ((X —E(X))(Y —E(Y))")

® cov(AX +a,BY +b) = Acov(X,Y)BT

Beachte: A,B,a und b sind konstant.
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Zerlegung der Kovarianzmatrix

Es gilt:

1 1 T

> =%2%2 bzw. X =2X2%72

und

yloy3y3
Daraus resultiert:

1
cov(X2X) =

= Z_%(X — E(X)) hat Erwartungswert 0 and Varianz |.
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Spektralzerlegung

Es gilt:
T=PAP' und = !=PAIPT,
wobei
P = (p1,...,Pp) " : Matrix der orthonormalen Eigenvektoren und

N = diag(\1, ..., A\p) : Diagonalmatrix der geordneten Eigenwerte.
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Stetige Zufallsvektoren

Ein Zufallsvektor X heiBt stetig verteilt, falls eine Dichte
f(X)=1f(Xy,...,X,) >0

existiert mit Verteilungsfunktion

X, X1
F(X)zF(Xl,...,Xp)z/ / Fun,... u)dun, ...

wobei 0 < F(X) <1.
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Multivariate Normalverteilung

Der Zufallsvektor X ~ N,(p, X) heiBt multivariat normalverteilt

mit Dichtefunktion

0 = g o0 { 5w E -}

o pu € RP: Erwartungswert
o X € RP*: Kovarianzmatrix
— Die Kovarianzmatrix X ist symmetrisch und positiv definit.

Damit exisitiert auch ¥ 1.
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Zusammenhang zur Spektralzerlegung
Es gilt:
(X—p) = (X—p) =(X—p) " PAIPT(X — p) =

—1yT py-2 a Yi 2
w5 ()

! i=1

Die Isodensiten sind damit durch folgende Gleichung bestimmt:

(x—u)Tzl(x—u)zg(\g)zzc

— Dies stellt in den y-Werten ein Ellipsoid mit den

Hauptachsenlingen v/\; dar!
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Bivariate Normalverteilung

f(Xl) X2) =

mit
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Beispiele
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Beispiele
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Eigenschaften

@ AX+b~N(Ap+b,AZAT)
Insbesondere gilt: X; ~ N(u;,0?), denn

@ T (X — p) ~ Ny(0,1)

@ (X—p) TN (X —p) ~x3(p)
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Bedingte Normalverteilung

Sei

Y )X >
7_ ~ Ny = Ky T, = YY YX ’
X

x Txy Xxx

dann gilt fiir die bedingte Verteilung
Y X~ N (HY|XaZY\X> :
mit
Py x =py + Tyx k(X — px),

Tyix =Zvy — ZyxZxxZxy -
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Wishart-Verteilung

Seien Xq1,..., Xy L Np(0, X), dann ist die Matrix
M=) XX/ =X"X €RPP
i=1

wishart-verteilt mit Parametern £ und m.
o M~ W,(X, m)
o Falls p=1,sogilt M=3>T X2~ x?(m), wobei die
Komponenten X; ~ N(0, 02)
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Hotellings T2-Verteilung

Seien d ~ N,(0,1) und M ~ W,(l, m) unabhiangig, dann ist
u=md M™'d

Hottelings T2-verteilt mit Parametern p und m.
° u~ T?(p,m)
o Falls p =1, so ergibt sich die F(1, m)-Verteilung

o Seien X ~ Np(p, X) und M ~ W,(X, m), dann erhdlt man:
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Wilks’ A-Verteilung

Seien A ~ W,(l, m) und B ~ Wj(l, n) unabhéngig, dann ist

~ det(A)
~ det(A + B)

Wilks' A-verteilt mit Parametern p, m und n.
o A~ A(p, m,n)

o Falls p =1, so gilt A~ x?(m) und B ~ x?(n) und damit
erhilt man: A ~ B(m/2,n/2)
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