Multivariate Verteilungen

Literatur: Fahrmeir, Hammerle und Tutz: Multivariate statistische
Verfahren. De Gruyter, 1996., Kap 2, Anhang All

Wir betrachten Zufalls—Vektoren X mit der mehrdimensionale Dichte—
und Verteilungsfunktion:

f:R" - R
F:R" —- R

Die Kovarianzmatrix von X wird mit V(X) = X bezeichnet
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Spektralzerlegung der Kovarianzmatrix ¥

Y =PLPT und T t=pPL7IPT,

P: die orthogonale Matrix der orthonormalen Eigenvektoren ist,

L: Diag(A1, ..., Ap) die Diagonalmatrix der Eigenwerte.

P 2
2 (X — ) TPLY2L-12pT(X — ) = YL ly = S )0
= (X-p) (X —p) ; i

Y =PT(X~p).

2
Die Gleichung >-%_, f\ = ¢? ist eine Ellipsoidengleichung mit den

Hauptachsenlingen v/\jc
Y = (VlT(X - /U‘)v e ’v;’l'(x - /1’))7

sind Projektionen von X — p auf die Eigenvektoren vy, ..., v,.
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Spharische und Elliptische Verteilungen

Verallgemeinerung von eindimensionalen Dichten durch Rotation um
Zentrum xp:

f sei symmetrisch um 0

f(x) = const - g(VxTx)

Verallgemeinerung auf elliptische Verteilungen:

f(x) = |Z|7% (g(x — u)' =" g(x — 1)) - const

Kurven gleicher Dichte sind Ellipsen.
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Dichte der multivariaten Normalverteilung

1 1
f(x) = @ T2 exp {_Z(X —u)TE " (x — ,u)} )

pu' = (p1,...,pp) = E(XT) Erwartungswert.
> : Kovarianzmatrix

Hohenlinien der Normalverteilung:

(x =)= (x—p) = ¢,
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Normalverteilungsdichte |
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Normalverteilungsdichte 1|
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Einige Eigenschaften

@ Gilt X ~ Ny(p, X), dann ist Y = AX + b mit (¢ x p)-Matrix A und
(g x 1)-Vektor b wiederum normalverteilt mit
Y ~ Ny(Au+ b, ATAT).

@ Gilt X ~ Ny(u, X), dannist Y = ¥ ~V2(x — p)
standardnormalverteilt, d.h. Y ~ N,(0, /). Die quadratische Form
(X — p)TE"H(X — p) ist damit x2—verteilt,

(X = p)TEH (X = ) ~ x3(p) -
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Einige Eigenschaften

@ Sei X ~ N(u, X) partitioniert in XT = (XJ, XT) mit zugehsrigen

Partitionen

T

T (uf,p1d),

Y T
> = .
( Yo1 I )

Dann gilt fiir die bedingte Verteilung

X2 | X1 ~ N(p2.1, X21),
wobei

p21 = o+ EInIta — ),
Yo1 = Yoo —Ia¥ Yoo
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Wishart—Verteilung

Seien x1, ..., Xm ~ N (0 Y) und unabhingig. Man betrachtet die
(p x p)-Matrix M = ZX, = XTX, wobei
i=1
XlT
x=| :
xI.

Die (p x p)-Matrix M = Z x;x;| besitzt eine Wishart—Verteilung mit

den Parametern ¥ und m, M W, (%, m).
Die Standardform der Verteilung liegt vor, wenn ¥ =/ gilt. Gilt

M =" xix;" ~ W(Z, m), erhilt man fiir
i=1

Yo2ME-? = ;(2—1/2x,.)(z—1/2x,~)T ~ W, (1, m).
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SSP—-Matrix

X besitzt die Form einer Datenmatrix mit m unabhangigen
Wiederholungen einer p—dimensionalen normalverteilten GréBe. M ist
daher die SSP-Matrix (Matrix of sums of squares and products). Sei

x" = (xj1, ..., Xim), dann gilt
X
X = : = [x@), -+ X)),
X
wobei X(JT.) = (x1j, ..., Xmj) zur Komponente j gehort.
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SSP—Matrix Il

Man erhilt

M = (my)

mit

;
X
C ] xays
;
X(p)
X(I)X(2)

m
2
Z Xij-
i=1
m
E Xij Xis -
i=1
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Eigenschaften

1. Sei
M~ W(Z,m) = E(M)=mx

m m

2. Fiir p=1gilt M =Y x?, wobei x; ~ N(0,02), so dass M/o? = (x;/c)?

i=1 i=1
eine x2(m)-Verteilung besitzt. Die Wishart—Verteilung W; (o2, m) ist somit
dquivalent zur a2x?(m)-Verteilung.

3. Gelte M = XTX ~ Wy(X, m) und B sei (p x q)-Matrix, dann gilt mit Y = XB
B™MB =B"XTXB = YTY ~ W,(BTEB, m).

4. Als Spezialfall von (3) ergibt sich die Verteilung von quadratischen Formen. Gilt
M ~ W,(XZ, m) und a ist fester Vektor mit a’” Xa # 0, dann gilt

a’ Ma
a’¥a

~ X2(m) = Wl(aTZa, m).

5. Gilt My ~ Wp(X, m1), My ~ Wp(X, m2) und My und Ms sind unabhingig,
dann gilt
My + My ~ WP(Z, my + I‘n2).
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Hotellings T?—Verteilung

Bestimmung:
Sei d ~ Ny(0,1) und M ~ W,(I, m) und d und M seien unabhingig,

dann folgt
md"M~td ~ T?(p, m)

Hotellings T2—Verteilung, wobei p die Dimension des Vektors
unabhangiger Normalverteilungen ist und m die Anzahl der Komponenten
der Wishart—Verteilung.

Allgemeiner seien x und M unabhingig mit

x~ Np(p,X), M~ W,y(X, m), dann erhilt man

m(x — p) "M~ (x = p) ~ T?(p, m) .
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Weitere Eigenschaften und Anwendungen

1. T2 und t-Verteilung
Die T?(1, m)-Verteilung entspricht dem Quadrat der t(m)-Verteilung
und damit der F(1, m)-Verteilung.

2. T? und F-Verteilung
Genereller gilt eine Aquivalenz zwischen der T°~Verteilung und der
F—Verteilung in der Form

T*(p, m) 2{(mp)/(m — p+1)}F(p,m—p+1).

bzw.

F(p,s) = T (p,s+p—1)

s+p—1
3. Verteilung der empirischen Mahalanobis—Distanz zwischen X und p. Aus
(2) folgt wegen

(n-1)E-w) s x—pu) ~ Tp.n—1)
EPE-wTST Ew) ~ Flpnp)
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Wilks A

Wilks A—Verteilung erhdlt man aus zwei unabhangigen Wishart—verteilten
GroBen A ~ W,(I,m), B ~ W,(I,n), m> p. Die GroBe

A
Al

=———~Np,mn
AT E] (p, m, n)

folgt der Wilks—Verteilung A(p, m, n) mit Parametern p, m, n.
Durch Erweitern mit | A|~1 folgt wegen | AB |=| A| | B | fiir A die
Darstellung A =| | + A71B |71
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Eigenschaften

1. Fiir den eindimensionalen Spezialfall A ~ x?(1), B ~ x?(1) ergibt
sich die Beta—Verteilung A(1,1,1) = B(0.5,0.5).

2. Fiir p =1 besitzt A eine x?(m)-Verteilung und B eine
x2(n)-Verteilung, so dass

A1, m,yn) = B(m/2,n/2).

3. Die Verteilungen A(p, m,n) und A(n, m+ n — p, p) sind identisch.

4. Die Verteilung von A(p, m, n) ist identisch mit der Verteilung des
Produkts
uy-...-Up,

wobei u; ~ B((m+i—p)/2,p/2),i=1,...,n.

5. Die Verteilung von A(p, m,1) ist dquivalent zu
B((m+1-p)/2,p/2).
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Diskrete Multivariate Verteilungen

@ Multinomialverteilung

@ Multivariate Hypergeometrische Verteilung
Diese Verteilung entspricht der Verallgemeinerung des SZiehen ohne
Zuriicklegen”. Gezogen werden n aus N Objekten, die in K Klassen
zerfallen. Es sind jeweils Ny, ..., Nk Objekte vorhanden. Die
Wahrscheinlichkeitsfunktion ist

P(Xy=n,...,.Xk = nkg) = Hk 1 fuank—n

(n)

Multivariate Verfahren Sommer 2018 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 41 / 41



	Einführung

