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Wiederholung: Eindimensionale
Zufallsvariablen



Zufallsvariablen

In der Statistik werden Daten mit Hilfe von Zufallsvariablen
modelliert:

» Diskrete Zufallsvariablen nehmen Werte in endlicher
oder hochstens abzahlbar unendlicher Menge an (endliche
Menge, natlrliche Zahlen, ganze Zahlen, ...)

» Stetige Zufallsvariablen nehmen Werte auf einem
Intervall oder den gesamten reellen Zahlen an.
Wegen des Uberabzéhlbaren Wertebereichs gilt
P(X = x) = 0 flr alle x € R, d.h. die Wahrscheinlichkeit,
dass eine stetige Zufallsvariable X einen Wert x genau
annimmt, ist Null.
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Verteilungsfunktion

Definition: Verteilungsfunktion

Fir eine Zufallsvariable X hei3t die Funktion
F(x)=P(X<x), xeR

Verteilungsfunktion von X. Durch sie ist X eindeutig

bestimmit. |
F(x)
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0 0
Verteilungsfunktion einer Verteilungsfunktion einer
diskreten Zufallsvariable stetigen Zufallsvariable
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Beispiel 1 — Diskrete Zufallsvariablen

Binomialverteilte Zufallsvariablen: X ~ Bin(n, p)
» Wertebereich: 0,1 ... n (endliche Menge)
» Parameter: ne N, p € [0, 1]
» Modellierung: Anzahl von Treffern (Manzwurf, Warfeln,...)

Verteilungsfunktion Bin(5, 0.4)

F(x)
Lo
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Beispiel 1 — Diskrete Zufallsvariablen

Poissonverteilte Zufallsvariablen: X ~ Poi())
» Wertebereich: 0,1,2,... (abzahlbar unendliche Menge)
» Parameter: A\ >0
» Modellierung: Zahlvorgange (Krankheitsfalle,
Druckfenhler,...)

Verteilungsfunktion Poi(2)

F()
Lo

00 02 04 06 0.8 1.0
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Beispiel 1 — Stetige Zufallsvariablen

Exponentialverteilte Zufallsvariablen: X ~ Exp(}\)
» Wertebereich: [0, co) (Intervall)
» Parameter: A >0

» Modellierung: Zeitdauer (Wartezeit, Lebensdauer eines
Produkts,...)

Verteilungsfunktion Exp(2)

F()
Lo
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Beispiel 1 — Stetige Zufallsvariablen

Normalverteilte Zufallsvariablen: X ~ N(u, o?)
» Wertebereich: R (reelle Zahlen)
» Parameter: € R, 02 > 0

» Modellierung: Abweichung von Messwerten von einem
Mittelwert (Gewicht, GréB3e, Alter,...)

Verteilungsfunktion N(-1,2)

F()

00 02 04 06 08 1.0
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Wahrscheinlichkeitsfunktion, Dichte

Statt Uber die Verteilungsfunktion F werden diskrete
Zufallsvariablen haufig tber inre Wahrscheinlichkeitsfunktion,
stetige Zufallsvariablen Gber ihre Dichte beschrieben.

Definition: Wahrscheinlichkeitsfunktion

Fir eine diskrete Zufallsvariable X mit Wertebereich
{X1, X2, ...} ist die Wahrscheinlichkeitsfunktion oder
Zahldichte f an einem Wert x € R definiert durch

PX=x) x=xmiti=1,2,...
0 sonst.

Eigenschaften von Wahrscheinlichkeitsfunktionen:
» 0 < f(x)<1faralle x € R.

- X ) = 1.
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Wahrscheinlichkeitsfunktion, Dichte

Definition: Dichte
Die Dichte f einer stetigen Zufallsvariablen X ist nichtnegativ
(d.h. f(x) > O fir alle x € R) und es gilt

Pla< X < b) = /bf(t)dt

far alle Intervalle [a, b] C R.
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Wahrscheinlichkeitsfunktion, Dichte

fi(x;) T
i 74 ii

o

> Variable stetig, falls zu zwei Werten a < b auch jeder Zwischenwert im Intervall
[a, b] mdglich ist
> Wie werden die Wahrscheinlichkeiten bestimmt?
> Diskret: Summe Uber Wahrscheinlichkeiten fir x; aus [a, b]
> Stetig: ausgehend von diskreter GroBe
— Fl&che von Rechteck (a- b): P(X = x;) = f(x;)AX;
— Ax; immer kleiner machen
Mumangﬁe%ﬁfeé@szﬁ Flache zwischen Intervall [a, b] und f(x)
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Wahrscheinlichkeitsfunktion, Dichte

Definition: Dichte

Die Dichte f einer stetigen Zufallsvariablen X ist nichtnegativ
(d.h. f(x) > O fir alle x € R) und es gilt

Pla< X < b) = /bf(t)dt

far alle Intervalle [a, b] C R.

Eigenschaften von Dichtefunktionen:
> [T f(t)dt =1
» Zusammenhang mit der Verteilungsfunktion:
F(x)=P(—c0 < X < x)= [* _f(t)at
— Die Verteilungsfunktion F ist Stammfunktion der Dichte f.

Anders formuliert: Die Dichte f ist die Ableitung der
Verteilungsfunktion F.
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Beispiel 1 — Diskrete Zufallsvariablen

Zahldichte Bin(5, 0.4) Zahldichte Poi(2)
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Beispiel 1 — Stetige Zufallsvariablen

Dichte Exp(2) Dichte N(-1,2)
o
N
w | o
- N —
o
x <© 4 = -
= 4 =
o
-
n o
O- ] —
o |___ 8 i
© T T T T T T T T o T T T T T T
-1 0 1 2 3 4 5 6 -6 -4 -2 0 2 4
X X

Multivariate Verfahren — SS 21 Verteilungen — Folie 16/59



Kennzahlen von Zufallsvariablen

Definition: Erwartungswert

Der Erwartungwert gibt an, welchen Wert eine Zufallsvariable
im Mittel annimmt.

Flr eine diskrete Zufallsvariable mit
Wabhrscheinlichkeitsfunktion f und Wertebereich {x1, x2, ...} gilt

E(X) = iX,’ o f(X;).
i=1

Fir eine stetige Zufallsvariable mit Dichte f gilt

E(X) = / ~ X £(x) .

—00

— E(X) ist ein fester Wert (nicht zuféllig!)
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Kennzahlen von Zufallsvariablen

Rechenregeln:
Far Zufallsvariablen X, Y und Skalare (Zahlen) a, b € R gilt

>

E(aX +b) = i axif(x;) + i": bf(x;)
i= i=

= aix,-f(x,-) + bi f(xi)
i=1 i=1
= a-EX)+b

> E(X + Y) = E(X) +E(Y)
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Kennzahlen von Zufallsvariablen

Definition: Varianz

Die Varianz
Var(X) = E ([x - ]E(X)]Q)

beschreibt die erwartete quadratische Abweichung vom
Erwartungswert.

Varianzverschiebungssatz

| A

Var(X) = E(X?) — [E(X)]?

Rechenregeln:
Far Zufallsvariablen X, Y und Skalare (Zahlen) a, b € R gilt

» Var(aX + b) = & Var(X)
» Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X, Y)
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Beispiel 1

Erwartungwert und Varianz lassen sich haufig in Abhangigkeit

der Verteilungsparameter darstellen.

Beispiele
» X ~ Bin(n,p): E(X) =
» X ~ Poi(A): E(X) =X, Var(X)=2A\
> X ~Exp(\): E(X) =1, Var(X)
» X ~N(p,02): E(X) = p, Var(X) = o?
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np,  Var(X) = np(

1-p)
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Multivariate Zufallsvariablen



Definition Zufallsvektor

Definition: Zufallsvektor
Betrachte p Zufallsvariablen Xj ... X,. Der p-dimensionale

Vektor
Xi

X=|:|=X,.... %) cRP
Xo
heiBt Zufallsvektor oder p-dimensionale Zufallsvariable.

v

» Der Zufallsvektor X heif3t diskret, falls alle Komponenten X;
von X diskrete Zufallsvariablen sind.

» Der Zufallsvektor X heif3t stetig, falls alle Komponenten X;
von X stetige Zufallsvariablen sind. Dann gilt
P(Xi =X1,...,Xp=xp) =0flrallex = (x;...xp)" €RP.
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Gemeinsame Verteilungsfunktion

Definition: Gemeinsame Verteilungsfunktion
Fir einen Zufallsvektor X € RP heif3t die Funktion

F(x) = F(X1,...,Xp) = P(X1 < X1...Xp < Xp), XERP

gemeinsame Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X; ... Xj.
Durch sie ist X eindeutig bestimmit.

Analog zum eindimensionalen Fall lassen sich fur diskrete bzw.
stetige Zufallsvektoren gemeinsame
Wahrscheinlichkeitsfunktionen bzw. Dichten definieren.
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Gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion / Dichte

Definition: Gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion

Fir einen diskreten Zufallsvektor X € RP mit Wertebereich

{X1, Xz, ...} ist die (gemeinsame)
Wahrscheinlichkeitsfunktion oder (gemeinsame) Zahldichte
f an x € RP definiert durch

f(x):{P(sz,-) XxX=x;miti=1,2,...
0 sonst.
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Gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion / Dichte

Definition: Gemeinsame Dichte

Die (gemeinsame) Dichte f eines stetigen Zufallsvektors
X € RP ist nichtnegativ (d.h. f(x) > 0 fur alle x € RP) und es gilt

P(aSXSb):P(a1 SX‘] Sb1,...,apSXp§bp)

bp b1
:/ [ R, ) oty d,
ap a

furallea,b c RPmita; < b, j=1...p.
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Gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion / Dichte

Eigenschaften der gemeinsamen Dichte:
» Wie im eindimensionalen Fall gilt:

+oo +o0

» Zusammenhang mit der gemeinsamen Verteilungsfunktion:

F(x) ) =P(X1 < x1,...,Xp < Xp)

X X‘|’...’ p
/ / f(ty, ... to)dlty .. dlty = / ()t
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Erwartungswertvektor

Definition: Erwartungswertvektor

Gegeben sei der Zufallsvektor X = (Xj,...,Xp)" € RP. Dann
ist der Erwartungswertvektor von X definiert als
E(X1)
E(X) =

E(Xp)

Rechenregeln:
Fur Zufallsvektoren X, Y € RP, eine Matrix A € R9*P und einen
Vektor b € RY gilt

> E(X +Y) = E(X) + E(Y)
» E(A-X+b)=A-EX)+b
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Kovarianz / Korrelation

Definition: Kovarianz

Die Kovarianz von zwei Zufallsvariablen X und Y ist definiert
als

Cov(X, Y) = E[(X — E(X)) - (Y — E(Y))].

Verschiebungssatz

Cov(X, Y) = E(X - Y) — E(X)E(Y)

| A\

Sind X und Y stetig, so gilt
Cov(X, Y) = /_ ” /_ T (x —E(X))(y — E(Y)) f(x, y) dxdy

E(X - Y):/_Z/_Zx-y-f(x,y)dxdy
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Kovarianz / Korrelation

Definition: Korrelation

Die Korrelation von zwei Zufallsvariablen X und Y ist definiert
als

Cov(X,Y)

Corr(X, ¥) = VVar(X) - Var(Y)

Eigenschaften:
» Cov(X,Y)=Cov(Y,X)
Corr(X,Y) = Corr(Y, X)
» Cov(X, X) = E(X?) — [E(X)]? = Var(X)
= Corr(X, X) =1
» —1 < Corr(X,Y) <1

» X, Y unabhangig = Cov(X, Y) =0und Corr(X,Y) =0
Umkehrung (<) gilt i.A. nicht!
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Kovarianz / Korrelation

Rechenregeln:
Far Zufallsvariablen X, Y und Skalare a, b, ¢, d gilt

» Cov(aX + c¢,bY + d) = abCov(X, Y)
» Corr(aX + ¢, bY + d) = Corr(X, Y)
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Kovarianzmatrix

Definition: Kovarianzmatrix

Gegeben sei der Zufallsvektor X = (Xi,...,Xp)" € RP. Dann
ist die Kovarianzmatrix Cov(X) von X definiert durch

Cov(X) = ¥ = E [(X ~ E())(X ~ E(X))’ |

Cov(X1,X1) ... Cov(Xi,Xp)
= : : € RP*P,
Cov(Xp, X1) ... Cov(Xp, Xp)

Verschiebungssatz

Cov(X) = E(XX ") — E(X)E(X)".
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Kovarianzmatrix

Eigenschaften:
» Cov(X) ist quadratisch.
» Cov(X) ist symmetrisch.
» Die Diagonalelemente von Cov(X) sind gegeben durch

Cov(Xj, Xj) = Var(X;) >0 fuarallei=1...,p.
» Cov(X) ist positiv semidefinit.
Rechenregeln:

Fir einen Zufallsvektor X € RP, eine Matrix A € R9%P und
Vektoren a € R9, b € RY gilt

» Var(a'X) = a'Cov(X)a
» Cov(AX +b) = ACov(X)AT

Multivariate Verfahren — SS 21 Verteilungen — Folie 35/59



Kovarianzmatrix

Welche Matrizen sind glltige Kovarianzmatrizen?

0.2 0.5 05 0.7 09
*1=102 03 Y,=(103 09 03

05 0.3 09 0.7 05

5 0 05 07 -09
Yy = (0 3> 4= 07 09 03
-09 03 -05



Kovarianzmatrix

Fur zwei Vektoren X = (Xi,...,Xp) " und Y = (Y3,..., Yq) gilt

cov(Xy,Yy) ... cov(Xy,Yy)
xy =cov(X,Y) = : : :
cov(Xp, Y1) ... cov(Xp, Yy)

— Y xy isti.A. nicht symmetrisch!

Multivariate Verfahren — SS 21 Verteilungen — Folie 36/59



Rechenregeln
» E(AX +b) = AE(X) +b

>

Cov(X) = E((X-m(X-p)")

E(
— E (xxT X" - X7 WT)

|
=

>
x
|
|
N
S
x
-
+
S
x
—

Il
x
x

\_/\_/\_jvv
|
RS
T
—
|
RS
x
—
+
RS
r
_|

> Cov(AX + b) = ACov(X)AT
> Cov(X,Y) = E ((X — E(X))(Y — E(Y))")
> Cov(AX +a,BY +b) = ACov(X, Y)BT
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Zerlegung der Kovarianzmatrix

Es qilt:
Y—Yiy: bzw. Y =Y¥2y?
und
syl _y-35y3
Daraus resultiert:
Cov(£72X) = ¥ 2Cov(X)£ 2
— yoiyyz
1 1 T T
= 2752525275
= (x2)'yzxz(xz)!
=1

= Z‘%(X — E(X)) hat Erwartungswert 0 and Varianz |
(Multivariate Standardisierung).
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Spektralzerlegung

Es qilt:

Y =PAPT und I '=PAPT,
wobei
P = (p1,...,Pp)": Matrix der orthonormalen Eigenvektoren
und
N = diag(\1, ..., \p) : Diagonalmatrix der geordneten
Eigenwerte.
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Korrelationsmatrix

Definition: Korrelationsmatrix

Die Korrelationsmatrix eines Zufallsvektors X € RP ist wie
folgt definiert:

Corr(X1,X1) ... Corr(Xy, Xp)
Corr(X) = : : c RP*P.
Corr(Xp, X1) ... Corr(Xp, Xp)
Eigenschaften:

» Corr(X) ist quadratisch

» Corr(X) ist symmetrisch

» Diagonale: Corr(X;, X;) =1furallei=1...,p

» Corr(X) ist positiv semidefinit.
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Korrelation und Unabhangigkeit

Definition: Unkorrelierte Zufallsvektoren

Seien Y € R" und Z € RY zwei Zufallsvektoren mit

Cov(Ysy,Yy) ... Cov(Yy,Yr) Cov(Yy,Zy) ... Cov(Yy,Zy)

Cov Y _ | Cov(Y., Y1) ... Cov(Y.,Y;) Cov(Y.,Zy) ... Cov(Yr,Zy)
Z | Cov(z,Y4) ... Cov(Z,Y;) Cov(Zi,Z;) ... Cov(Zi,Zg)

Cov(Zg, Y1) ... Cov(Zy,Yr) Cov(Zg,Zi) ... Cov(Zy,Zy)

:(ZY Zyz).
zy Xz

Y und Z heiBBen unkorreliert, falls Xy, = 0.

Bemerkung:

» Y und Z sind unabhangig = Y und Z sind unkorreliert.
Die Umkehrung (<) gilt i.A. nicht!
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Multivariate Normalverteilung



Multivariate Normalverteilung

Definition: Multivariate Normalverteilung

Ein Zufallsvektor X € RP hei3t multivariat normalverteilt mit
Parametern p und X, falls er die folgende Dichte hat

f(x) = 1 exp { 3(x — 1) = (x — )}

(var)” vaet(s)

mit u € RP und positiv definiter Matrix X € RP*P,

Die Schreibweise ist analog zur eindimensionalen
Normalverteilung:
X ~ Np(p, %)

Haufig wird der Index p unterdriickt, wenn sich die Dimension
aus dem Zusammenhang erschlie3en Iasst.
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Zusammenhang zur Spektralzerlegung
Es gilt (quadratische Form):
(X—p) T (X = p) =X = p) " PATPT (X — ) =

P 2 P 2
:Y/\—1YT: y712 <yl >
S-S (4

=t

Die Isodensiten (Kurven mit derselben Dichte) sind damit durch
folgende Gleichung bestimmit:

p N2
- K- =0 () =

i=1

— Dies stellt in den y-Werten ein Ellipsoid mit den
Hauptachsenléangen v/); dar!
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Multivariate Normalverteilung
Eigenschaften:

» E(X) = p,Cov(X) =X
» Flr X ~ Np(p, X)und A € R¥P b e RY gilt

Y=AX+b~Ny(Ap+b, AXAT).
> (X—p) T (X = ) ~ X3(p)

Spezialfalle:

» FUr p = 1 ergibt sich die univariate Normalverteilung mit
Parametern p = E(X) und X = Var(X).
» Fir X ~ Np(0, 1), also mit

0 1 .- 0
u=0=1: und Y=I1= )
0 o --- 1

ibt SICh d|e multivariate Standardnormalverteilung.

|
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Multivariate Normalverteilung — Beispiele
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Multivariate Normalverteilung — Beispiele
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Multivariate Normalverteilung — Beispiele
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Multivariate Normalverteilung — Beispiele

XN\ N[0 (5 ©
Xo 0)'\o 2
1000 Zufallszahlen Konturplot Dichte
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Multivariate Normalverteilung — Beispiele
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Multivariate Normalverteilung — Beispiele

1000 Zufallszahlen Konturplot Dichte
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Multivariate Normalverteilung — Beispiele
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Multivariate Normalverteilung — Beispiele

Dichte

Konturplot

1000 Zufallszahlen

x1
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Multivariate Normalverteilung — Beispiele

(6)~n((0)- (G 2))

1000 Zufallszahlen Konturplot Dichte
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Rand- und bedingte Verteilung

Sei X ~ Np( e, X). Betrachte die Partition

X
x | _ (Y
X Xr+1 (Z)
ha
und damit
A
| ow | _ (Y _(Xy Yyz
K= Hr41 _<[,l,z) z_<ZZY Zz>.
o
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Rand- und bedingte Verteilung

Dann gilt:
» Randverteilungen:

Y ~ Ne(py, Zy)

Z ~ Ng(pz,xz) mit g=p-r
» Bedingte Verteilung:

YZ=25 ~ Ni(py|z, Zy|z)

mit pyiz =py +Zyz-T; (20 — pz)

Yyz=Sy—Xyvz¥; Tzy

» Unabhangigkeit:
Yyz =0 = Y und Z sind unabhangig
also: Y und Z sind unabhangig < ¥y, =0
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Weitere multivariate Verteilungen



Wishart-Verteilung

Seien X1,...,Xm " Np(0, ¥), dann ist die Matrix
m
M=) XX/ =X"X R
i=1

wishart-verteilt mit Parametern ¥ und m.
» M~ Wy(X, m)
» Falls p=1,sogilt M =", X? ~ 02x?(m), wobei die
Komponenten X; ~ N(0, 0?)
» Multivariate Erweiterung der x2-Verteilung
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Hotellings T2-Verteilung

Seien d ~ Ny(0,1) und M ~ Wy(l, m) unabhangig, dann ist
u=md' M 'd

Hotellings T2-verteilt mit Parametern p und m.

> un Tz(pa m)

» Falls p =1, so ergibt sich die F(1, m)-Verteilung

» Seiend ~ Np(p,¥) und M ~ Wy(X, m) unabhéngig, dann
erhalt man:
m(d — p) "M~ (d — p) ~ T?(p, m)

» Verwendung bei Testproblemen (multivariate Erweiterung
der t-Verteilung bzw. des t-Tests)
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Wilks’ A-Verteilung

Seien A ~ Wy(l, m) und B ~ Wj(l, n) unabhangig, dann ist

~ det(A)
- det(A + B)
Wilks’ A-verteilt mit Parametern p, mund n.
» AN~ A(p,m,n)

» Falls p = 1, so gilt A ~ x?(m) und B ~ x?(n) und damit
erhalt man: A ~ B(m/2,n/2)

» Verwendung beim Testen im Rahmen der einfaktoriellen
Varianzanalyse
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